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Krvni testi

1. UVOD

V tej seminarski nalogi sem se ukvarjala z raziskavami krvnih vzorcev. Zanimalo me je, kako
lahko iz krvnih vzorcev dojenckov razberemo njihovo bolezen (motnjo, virus, ...). Seveda je
najlazje pregledati kri vsakega dojencka posebej (npr. ¢e moramo pregledati 100 otrok,
moramo narediti 100 testov). Ampak, ali obstaja nacin, da bi zmanjsali Stevilo testov (npr. da bi
jih naredili manj kot 100)? Preden pa odgovorimo na to vprasanje, si poglejmo podoben primer.
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2. PROBLEM TEHTANJA KOVANCEV

Za lazje razumevanje nasSega problema si poglejmo malo lazji in bolj predstavljiv problem —
problem tehtanja kovancev. V tem poglavju bomo izmed vseh kovancev, ki nam bodo dani,
poskusali na ¢im bolj ucinkovit nacin (¢im hitreje oz. s ¢im manj koraki) najti ponarejen
kovanec.

Pa recimo, da imamo danih 9 kovancev: 8 je pravih, 1 pa je ponarejen in je malo teZji kot
navaden kovanec. Zanima nas, v koliko korakih (oz. tehtanjih) prepoznamo ponarejen kovanec?

Razporedimo kovance v 4 skupine po 2, eden pa naj ostane sam (ponarejen kovanec sem
obkrozila z modro barvo):

3.par 4.par 5. kovanec

1. par

Sedaj moramo s pomocjo tehtnice (na podlagi teze kovancev) ugotoviti, kateri je ponarejen.
Nasa tehtnica nam pokaze le, katera stran je tezja, ne pa tocne teze kovancev.

Vzamemo 1. par in stehtamo en kovanec proti drugemu. Ugotovimo, da ni nobene razlike v tezi,
saj je tehtnica v ravnovesju. Torej sta oba kovanca prava. Nato vzamemo 2. par in stehtamo en
kovanec proti drugemu. Tehtnica je zopet v ravnovesju. Vzamemo 3. par in damo oba kovanca
na tehtnico. Vidimo, da je npr. leva stran teZja od desne. Kovanec na levi strani je torej tezji,
zato ugotovimo, da je ponarejen. Cetrtega para nam ni potrebno tehtati, saj smo ponarejeni
kovanec 7e nasli. Ugotovimo, da smo ponaredek nasli v 3 tehtanjih. Ce bi bil ponarejen kovanec
v Cetrtem paru ali pa osamljen kovanec, pa bi potrebovali Se eno tehtanje ve¢, torej skupno 4
tehtanja.

A je to najbolj u¢inkovit nacin za iskanje ponarejenega kovanca?

Se vedno imamo 9 kovancev (8 pravih in 1 ponarejenega). Razporedimo jih v 3 skupine po 3
kovance:
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1.skupina 2.skupina 3.skupina

Sedaj pa stehtajmo 1. skupino proti 2. skupini. Vidimo, da je tehtnica v ravnovesju. Sklepamo,
da je ponaredek v tretji skupini. Sedaj moramo ugotoviti, kateri izmed teh treh kovancev ni
pravi.

3.skupina:

1.k0\5{ec 2.ko%a nec >\wanec

Sedaj pa 1. kovanec stehtamo proti tretjemu in opazimo, da ni razlike v tezi. Takoj lahko torej
sklepamo, da je ponaredek 2. kovanec (Ce bi stehtali 1. in 2. kovanec ali 2. in 3. kovanec, bi
opazili, kateri del tehtnice je tezji in bi tako nasli ponaredek). V tem postopku smo za ugotovitev
laznega kovanca rabili le 2 tehtaniji.

i

Kaj pa ¢e bi imeli 27 kovancev (26 pravih in 1 ponaredek)?

Kovance najprej razdelimo v 3 skupine po 9:

1.skupina: @ @ U @ @ U @ @
2.skupina: @ @ @ @ @ @ @ @
3.skupina: @ @ @ @ @ @ @ @ @

Zopet se problema lotimo podobno kot v primeru z 9 kovanci. Stehtamo 1. skupino proti 2.
skupini. Ugotovimo, da je 2. skupina teZja. Ponarejen kovanec se torej skriva v njej. Vzamemo
osumljeno deveterico. Sedaj iS¢emo ponaredek med devetimi kovanci. To pa Ze znamo.
Razdelimo jih v tri skupine po tri. Najprej ugotovimo, v kateri skupini je ponaredek, nato pa,
kateri je lazni kovanec. Pri 27 kovancih smo problem resili s 3 tehtaniji.
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Kaj pa, ¢e bi imeli 81 kovancev (80 pravih in 1 ponaredek)?

Tako kot doslej zanemo z razporeditvijo kovancev v 3 skupine. V vsaki imamo 27 kovancev.
Stehtamo 2 skupini (eno proti drugi) in ugotovimo, kje je ponaredek. Nato vzamemo osumljeno
skupino 27 kovancev in te razporedimo v tri deveterice. Spet stehtamo 2 skupini (eno proti
drugi) in ugotovimo, v kateri je ponaredek. Nato to razdelimo v 3 skupine po 3 kovance.
Stehtamo eno skupino proti drugi. Iz osumljene skupine ugotovimo Se, kateri je ponarejen
kovanec. Tu smo rabili 4 tehtanja.

V splosnem:

st. kovancev st. tehtanj
9 =32 2
27 =33 3
81 = 3% 4
3m m

Ce imamo 3™ kovancev, pridemo do resitve problema v m tehtanjih. Preveriti moramo 3e, ¢e je

Vedno ko stehtamo kovance, si postavimo vprasanje, ki ima 3 mozne odgovore:

a) levidel tehtnice je tezji,
b) tehtnica je v ravnovesju,
c) desnidel tehtnice je tezji.

Na zagetku imamo 3™ kovancev (npr.: 3*; m = 4). Razporedimo jih v 3 skupine in s prvim
tehtanjem dolog¢imo osumljeno skupino. Sedaj imamo 3™~ kovancev (npr.: 33:m — 1 = 3).
Nato zopet dolo¢imo skupino, v kateri je gotovo ponarejen kovanec. Imamo samo S3e
3Mm=2 kovancev (npr.: 3%2: m — 2 = 2). In nadaljujemo v tej smeri. Imamo samo $e 3° =
1 kovanec (ta je ponarejen). Ugotovimo, da ne moremo priti do ponaredka v manj kot m
korakih. Lahko bi rekli tudi takole: ¢e ima vsako vprasanje 3 moZne odgovore, potem ne
moremo med 3™ moznostmi razlikovati z manj kot m vprasanji. Lahko pa si postavimo
vprasanje, ki ima dva moZna odgovora:

a) da,
b) ne.

Ce si postavimo tako vprasanje, potem lahko 2™ moinosti razlikujemo z m vprasaniji.
Privzemimo, da nas bodo od sedaj naprej zanimala vprasanja z dvema moZnima odgovoroma.

n=2" = m=log,n
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Vidimo, da je Stevilo vprasanj veliko manjSe od Stevila razlicnih moznosti, med katerimi
razlikujemo (m < 2™). To pa je zelo dobro za nas problem s krvnimi testi, kjer moramo delati
poskuse na velikem Stevilu dojenckov, Stevilo testov pa bi radi, da bi bilo majhno.

3. KRVNI TESTI

Spomnimo se naSega problema. S ¢im manj testi vzorcev krvi Zelimo preveriti, ¢e ima kaksen
dojencek virus ali kakSno motnjo. Lahko testiramo vsak vzorec posebej ali pa po nekaj vzorcev
skupaj. Slednje zgleda bolj ucinkovito. Pri takem testiranju lahko ugotovimo naslednje:

a) vsaj eden kaZe virus oz. motnjo,
b) vsiso zdravi.

(Vsako vprasanje ima dva moZna odgovora: ain b.)

Tezave imamo lahko le pri dolo¢anju oz. ugotavljanju, kateri otrok je okuzen. Recimo, da imamo
n otrok. Vsak otrok ima dve moznosti: lahko je okuzen (O) ali zdrav (Z). Vseh moznih stanj je
torej 2™. Naredimo primer s tremi otroki (n = 3). Imamo 23 = 8 moZnih situacij:

otrok 1 otrok 2 otrok 3
VA VA z
VA VA 0]
VA 0] z
0] VA z
Z 0 0
0 Z 0
0 0 Z
0 0 0

Ce imamo torej n otrok, bomo za razlikovanje morali narediti n testov. Vendar to nam ni
prevec vsec, saj to pomeni, da bomo morali narediti test pri vsakem otroku posebej. To je
precej logicno, saj je ena od moZnosti tudi, da so okuZeni vsi otroci in takrat bomo gotovo
morali testirati prav vsakega (pri kovancih pa smo imeli vedno le en ponaredek).

Recimo, da imamo 100 krvnih vzorcev in vemo, da je motnja prisotna le pri 1%
populacije. Pri¢akovali bomo, da le eden od stotih ni zdrav (1% od 100). LaZje bi torej bilo, ¢e
bi zagotovo vedeli, da je izmed vseh okuZen le eden (to pa je podobno problemu tehtanja
kovancev). V tem primeru ne bomo pri¢akovali, da moramo opraviti 100 testov, vendar le
log, 100 o0z. 6,6. Kaksna je sedaj najucinkovitejsa resitev? Privzemimo tudin = 2™ = m =
log, n. (Primer: Ce imamo 100 vzorcev: 2° = 64 in 27 = 128, moramo narediti najve¢ 7

testov, saj je 128 > 100.) Postopek, pri katerem moznosti delimo v dve skupini, bomo
poimenovali DVOJISKI POSTOPEK.
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4. DVOJISKI POSTOPEK

Recimo, da je verjetnost za motnjo v populaciji enaka p. Imamo n testov in Zelimo izvesti
dvojiski postopek. Lahko se zgodi, da ni okuZzen noben izmed n dojenckov. Tako je na$ test
negativen in zaklju¢imo postopek z enim samim testiranjem. Ce je prvi test pozitiven, potem

vzorce razdelimo v dve skupini: %: 2Mm=1 Nato zopet testiramo ti dve skupini in tisto, pri

kateri je test negativen (lahko tudi pri obeh), razdelimo zopet v dve skupini: %: 2m=2,

Nadaljujemo s tem postopkom. Za lazjo predstavo si to lahko ponazorimo s tako imenovanim
druzZinskim drevesom:

[1

8E

SJ(SI?I%I

Naslednje drevo kaZe, kaj se zgodi, ¢e zaénemo z 2% = 8 vzorcev, vemo pa, da le eden kaZe
dojenckovo motnjo (osencena mesta v tabeli so tista, katera moramo Se nadalje testirati):

Kaj pa storimo, ¢e imamo vec okuzenih vzorcev?

Naslednji dve druZinski drevesi sta primera dveh razliéno porazdeljenih okuzenih vzorcev:
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1. primer: okuzena vzorca sta na 3. in 4. mestu

Sedaj bomo ocenili, koliko testov moramo narediti, da najdemo vse vzorce, ki kaZejo
zdravstvene motnje pri dojenékih (n = 2™):

st. vzorcev, ki kaZejo motnjo, oznacimo z X:

(*) Stevilo testov < 1+ 2mX

Preverimo to formuloza n=8=2>m=3;X=1; 1+2mX=1+4+2-3-1=7. Torej ne
bi smeli narediti ve¢ kot 7 testov (glej spodnjo sliko: naredili smo 7 testov, saj je osencenih 7
mest).
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Dokaz enabe (*): Ce je $tevilo vzorcev n = 2™, ima druZinsko drevo (m + 1) generacij:
zgornjo (1) in vse pod njo (m). Zatnemo s testiranjem zgornje in naredimo na njej en test. V
vsaki »veji« oz. stopnji spodaj testiramo le, Ce je starS (ena stopnja visje) okuzen. Na vsaki
stopnji je torej skupno Stevilo testiranj najve¢ dvakrat vecje od Stevila okuzenih vzorcev (2X).
Imamo m takih stopenj: m - 2X. Stevilo testov je torej najve¢ 1+ 2mX. S tem smo enacbo
dokazali.

PiSimo X = np, saj je p verjetnost za motnjo v populaciji: 1 + 2mX = 1 + 2mnp.
UposStevamo lahko Se m =log,n: 1 + 2mnp = 1 + 2(log, n)np.
Predpostavimo, daje p = % (kot v primeru s 100 vzorciinp = 1%): 1 + 2(log, n).
Ta ocena je Se bolj podobna log, n.

SKLEP: Ce vemo, da je okuzen le en otrok, bo $tevilo testov seveda manj$e. Ce ne vemo, koliko
dojenckov je okuzenih, pa bomo potrebovali le priblizno dvakrat toliko testov, kar pomeni, da je
dvojiski postopek zelo dober.
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5. DODATNE NALOGE

NALOGA: Na banko je prispelo 10 vrec s kovanci. Vsak kovanec je obicajno
tezak 10 gramov. Vendar smo eno vreco zamenjali z vreco, v kateri so vsi
kovanci tezki 9 gramov. Kako s ¢cim manj tehtanji ugotoviti, v kateri vreci so
lazji kovanci? Dovoljeno je tudi odpiranje vrec. Tu je nasa tehtnica taka, da

nam pokaZe tocno tezo in ne samo, katera stran je tezja.
(http://forum.feri.uni-mb.si/Default.aspx?g=posts&t=3652)

To lahko naredimo s samo enih tehtanjem. Iz prve vree vzamemo ven 1 kovanec, iz druge
vzamemo ven 2, iz tretje 3, ..., iz desete pa 10 kovancev. Vse te kovance damo na tehtnico. Ce bi
bili vsi kovance tezki 10 gramov, bi tehtnica pokazala 550 gramov. Ce je odstopanje za 1 gram
(tehtnica pokaze 549 gramov), vemo, da so 9 gramski kovanci v prvi vreéi. Ce tehtnica pokaze
548 gramov, so lazji kovanci v 2. vreci. Itd. Kratka in zanimiva naloga.

NALOGA: Imamo 6 Zog: 2 modri, 2 rdeci in 2 beli. Modri Zogi nista enako tezki
(ena je teZja od druge), ravno tako tudi nista obe beli Zogi enako tezki (ena je
tezja od druge) in enako velja za obe rdeci Zogi (ena je tezja od druge). Vemo
pa Se, da je ena od obeh modrih Zog tezka m, ena od obeh belih je tudi tezka m
in ena od 2 rdecih je tezka m (vse tri so skupaj tezZke 3m - prva trojica Zog).
Ostale Zoge (ena modra, ena rdeca in ena bela - druga trojica Zog) pa so skupaj
tezke 3n (vsaka je teZka n). Vemo Se, da je ena trojica zog teZja od druge
trojice. Lahko z dvema tehtanjema razlikujemo Zoge? NaSa tehtnica nam

pokaze le, katera stran je tezja.
(http://www.cut-the-knot.org/blue/6Balls2Weighings.shtml)

6 razli¢nih Zog bomo oznacili tako: A1, A2, B1, B2, C1, C2.

Sledi 1. tehtanje, pri katerem stehtamo (Al in B1) proti (B2 in C1). A1l in B1 damo na desno
stran tehtnice, B2 in C1 pa na levo. Imamo tri mozZne izide tega tehtanja:

a) leva stran je teZja,
b) ravnovesje,
c) desna stran je tezja.

Poglejmo si najprej moZnost a:

Kaj mora veljati, da sta C1 in B2 res teZji od Al in B1? Sklepamo lahko, da mora biti B1 lazji od
B2, Alin C1 pa mora biti ali oba tezka ali pa oba lahka. Torej (znak < pomeni lazji, > pa tezji):
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B1 < B2 = B1 =B,inB2 =By, (L-laZja Zzoga; H-teZja Zoga)
CeAl=A,; =C1=Cy
eCl=C, = A1 =4,

Sledi drugo tehtanje: (Al in C1) proti (B1 in B2). Lahko se zgodi, da bo tehtnica v ravnovesju. Ker

Ze vemo, da je B1 = B,;in B2 = By, lahko sklepamo naslednje:
Al =A; inC1 = Cyinzatoje A2 = Ayin C2 = C,, (reSitev). Ce tehtnica ni v ravnovesju, je
lahko desna stran tezja ali laZzja od leve. Pa poglejmo najprej primer, ko je desna stran (B1 in B2)
teZja od leve (Al in C1). Sklepamo lahko: A1 =A; in C1 =C, inzato A2 = Ay in C2=Cy
(resitev). Ce pa je desna stran laZja, ugotovimo naslednje: A1 = A, in C1 = Cy, posledi¢no tudi
A2 = A, in C2 = C, (reSitev).

Poglejmo mozZnost b:

Leva in desna stran sta v ravnovesju. Sledi drugo tehtanje: B1 proti B2. Ce je B1 lazji, velja:
Bl=EB,=2A1=A,inC1=2C,,s tem smo dolo¢ili tudi B2, A2 in C2 (resitev). Ce pa je Bl
tezji, ugotovimo naslednje: B1 = B, = Al = A, in C1 = Cy (resitev).

Ostala nam je Se moZnost c:
Ta moznost je zelo podobna primeru a, zato ne bom pisala resitve.

Nalogo smo uspeli resiti z dvema tehtanjema.

NALOGA: Danih imamo 12 kovancev, med katerimi je eden ponarejen, vendar
ne vemo ali je lazji ali teZji od ostalih. Ali lahko s tremi tehtanji ugotovimo,
kateri je ponarejen in ali je tezji ali lazji od pravih kovancev? NasSa tehtnica

nam pokaZe le, katera stran je tezja.
(http://mathforum.org/dr.math/)

Najprej oznacimo vse kovance: 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10,11, 12.

Za boljSo preglednost in laZje razumevanje sta spodaj sliki, ki nam pregledno kazeta potek
tehtanja.

Prvo tehtanje: na levo stran tehtnice damo kovance 1, 2, 3 in 4, na desno pa 5, 6, 7 in 8.
Poglejmo si najprej samo moznost, ko dobimo ravnovesje. (Kasneje si bomo pogledali Se
moznosti neravnovesja.) Sklepamo lahko, da je ponaredek gotovo v setu 9, 10, 11, 12. Sledi
drugo tehtanje: 9, 10, 11 proti 1, 2, 3 (za te tri kovance smo s prejs$njim tehtanjem ugotovili, da
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so pravi). Ce dobimo ravnovesje, vemo, da je ponaredek kovanec 12. Vendar ho¢emo izvedeti
Se ali je tezji ali laZji od ostalih kovancev. Potrebno je torej Se tretje tehtanje: kovanec 12 proti
pravemu kovancu 1. Tako smo v treh tehtanjih dobili ponaredek (12) in ugotovili ali je lazji ali
teZji od pravih kovancev. Ce pa tehtnica ni v ravnovesju, imamo dve moznosti: lahko so kovanci
9,10 in 11 lazji od 1, 2, 3 ali pa tezji. Ce so teZji, je ponaredek teZji in seveda je med njimi. Ce pa
so lazji, je ponaredek med njimi lazji od ostalih kovancev. Pa poglejmo najprej moznost, ko so
kovanci 9, 10 in 11 tezji. Sledi 3. tehtanje: kovanec 9 proti kovancu 10. Pri uravnotezeni tehtnici
lahko ugotovimo, da je ponaredek kovanec 11, in sicer je teZji od ostalih kovancev. Ce pa ni
ravnovesja, imamo lahko dva mozna izida: ¢e je kovanec 9 tezji, je ta ponaredek (tezji od
ostalih), ¢e pa je tezji 10, je ponaredek ta kovanec. Ogledati si moramo $e moznost, ko so
kovanci 9, 10 in 11 pri drugem tehtanju lazji od 1, 2 in 3. Ponaredek je gotovo lazji od ostalih
kovancev. Ce dobimo ravnovesje, je z enakim sklepanjem kot prej ponaredek gotovo kovanec
11. Ce s tretjim tehtanjem ugotovimo, da je kovanec 9 laZji od kovanca 10, je ponaredek 9, sicer
pa 10. Sedaj smo prisli s tremi tehtanji do resitve, vendar smo si ogledali Sele primer, ko po
prvem tehtanju dobimo ravnotezje.

R-rouno vesde

N-nem\;mvesd‘e 2 3% 1 3ent. 56 18

e 10U 23t
e w1
42 [ FONAREDE _
et 4 3 k. 40
p : : \
44 JE PONAREDEK, ce ATELY) = 3 PONARENR (e ILALI>T TONAREER
IN SICER ¥ TEZ)) Ce {OTER) = 4D FONARENE o 1D LAZYMO TONARERRR.

Ob OSTALH KOUANCEY,

M JE POVAREDEK,
IN SICER JE LAZN
0D OSTALW XOVANCEV.

Kaj pa ¢e imamo po prvem tehtanju neravnotezje?

Predpostavimo, da smo pri prvem tehtanju ugotovili, da je desna stran (5,6,7,8) tezja (Ce je
laZja, je postopek podoben). Sledi drugo tehtanje: 1,5 in 6 proti 2, 7 in 8. Ce pri drugem tehtanju
dobimo ravnovesje, vemo da je ponaredek kovanec 3 ali 4. Sledi 3. tehtanje: kovanec 4 proti 9.
V primeru ravnovesja, je ponaredek kovanec 3 (lazji od ostalih), v primeru neravnovesja pa je
ponaredek 4 (lazji). Ce pri drugem tehtanju nimamo ravnovesja, lahko predpostavimo, da je
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desna stran (2, 7, 8) tezja. Imamo dve moznosti: Ce je ponaredek 7 ali 8, je ta gotovo teZji od
ostalih, ¢e pa je ponarejen kovanec 1, je ta lazji od ostalih. Sledi zadnje (tretje) tehtanje. Na levo
stran damo kovanec 7, na desno pa 8. V primeru ravnovesja, je ponaredek 1. Ce pa dobimo
neravnovesje, imamo zopet dve moznosti: ¢e je tezji 7, je ta ponaredek, ¢e pa je tezji 8, je
ponaredek ta kovanec. Obravnavamo lahko Se mozZnost, da je skupina kovancev 2, 7, 8 laZja (v
neravnovesju pri drugem tehtanju). Sledi tretje tehtanje: 5 proti 6. Ce dobimo ravnovesje, lahko
sklepamo, da je ponaredek kovanec 2, in sicer je ta lazji od ostalih. Ce pa je kovanec 5 teZji, je
ponaredek in tezji od pravih kovancev. Kovanec 6 je ponaredek, Ce je tezji od kovanca 5.

Naloga je veliko laZja, ¢e si pomagamo z risanjem.
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